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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîçðåâàþòñÿ ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè è õàîñà â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé
ìåõàíèêå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè õàîñà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ
ñèñòåì. Ïîíÿòèå êâàíòîâîãî õàîñà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ìîäåëÿìè êâàí-
òîâîé òåîðèè ïîëÿ òàêèìè, êàê ìîäåëü SYK. Àíàëèç èçó÷åííûõ ïîíÿòèé ïðîèçâîäèòñÿ â äâóõ
ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ: çàäà÷å î ïåðåâ¼ðíóòîì ìàÿòíèêå ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà è çàäà÷å
î íåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå ñ îáëàäàþùåé äâóìÿ ìèíèìóìàìè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé â ïîëå
ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû.

×àñòü I

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2 Óñòîé÷èâîñòü

2.1 Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí
x1(t), x2(t)...xn(t), êîòîðóþ çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå

Ẋ = F(X, t) (1)

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû çàâèñèò îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

X(0) = X0

Â òî æå âðåìÿ, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ X0 îáû÷íî áûâàþò èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ,
ò. å. ïðèáëèæ¼ííî. À ðåøåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ îò
èñòèííîé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî, îäíàêî, íå óìàëÿåò ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèëû ìîäåëè, òàê
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êàê ïðè ìàëûõ ïîãðåøíîñòÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðàåêòîðèÿ òàêæå áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò
èñòèííîé. Ñóùåñòâóþò è ñëó÷àè, â êîòîðûõ äàæå ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèÿõ èñòèííàÿ
è ïðèáëèæ¼ííàÿ òðàåêòîðèè áóäóò ñèëüíî îòëè÷àòñÿ äðóã îò äðóãà. Äëÿ êëàññèôèêàöèè òàêèõ
ñëó÷àåâ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ X(t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó) åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ X̃(t), óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèþ ||X̃(0)−X(0)|| < δ âûïîëíÿåòñÿ ||X̃(t)−X(t)|| < ε ïðè ëþáîì t > 0.
Íîðìà âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

||X|| =
√
x2

1 + ...+ x2
n

2.2 Ëèíåàðèçàöèÿ

Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñëîæíóþ
çàäà÷ó. Îäíèì èç ñïîñîáîâ å¼ óïðîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ X(t).

X̃(t) = X(t) + δX(t)

F(X + δX, t) = F (X, t) + Â(t)δX + o(‖δX‖)

Â(t) =
∂F

∂X

∣∣∣∣∣
X=X(t)

ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó (1) ïîëó÷èì:

δẊ = ÂδX + o(‖X‖) (2)

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1)
ñâåëîñü ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ δX = 0 ñèñòåìû (2). Â îáùåì
ñëó÷àå çàâèñèìîñòè ìàòðèöû Â îò âðåìåíè ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ëåãêî ðàçðåøèìîé. Åñëè
ìàòðèöà Â íå çàâèñèò îò âðåìåíè è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (î íèõ áóäåò ñêàçàíî ïîñëå íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà) , èññëåäî-
âàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ìîæíî ïðîèçâåñòè àíàëèòè÷åñêè â êîíå÷íîì âèäå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ
îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

δẊ = ÂδX

Ñîãëàñíî [7], å¼ ðåøåíèå èìååò âèä :

δX(t) = eÂtδX(0)
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Ìàòðèöà A èìååò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1...λn (íåêîòîðûå èç íèõ ,âîçìîæíî, êîìïëåêñíû),
ïðåäïîëîæèì òàêæå, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Â íåâûðîæäåíû.
Ðàçëîæèì âåêòîð X(0) ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû Â: h1, ...hn,

δX(0) =
n∑
i=1

cihi

ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

δX(t) =
n∑
i=1

cihie
λit (3)

Ðàíåå óïîìÿíàëîñü îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ íåëèíåéíîé ÷àñòüþ (2) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñðåäè
ñëàãàåìûõ â (3) ïðèñóòñòâóþò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùèå Reλ > 0, ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùèå Reλ < 0 è îñöèëëèðóþùèå Reλ = 0. Â ñëó÷àå, êîãäà åñòü õîòÿ áû îäíî ýêñïîíåíöèàëüíî
âîçðàñòàþùåå ñëàãàåìîå, ðåøåíèå, î÷åâèäíî, íåóñòîé÷èâî. Åñëè âñå ñëàãàåìûå ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþò, ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Åñëè æå ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíî îñöèëëèðóþùåå ñëàãàåìîå è
íåò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåãî, òî ïðè t→∞ èìåííî îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü ñòàíåò îïðåäåëÿ-
þùåé è ïðåíåáðåãàòü íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè â (2) íåëüçÿ.

2.3 Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

Ïóñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ó êîòîðîãî Reλ > 0. Ðàññìîòðèì ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå ñ íàèáîëüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî λ1. Ïðè t → ∞ ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå áóäåò äàâàòü îñíîâíîé âêëàä ïî
ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè.

||δX(t)|| = |c1|eλ1t + α(t)

lim
t→∞

α(t) = 0

×èñëî λ1 íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Îíî õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ äâóõ
áëèçêèõ òðàåêòîðèé. Ìîæíî îáîáùèòü ýòî îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà Â çàâèñèò îò
âðåìåíè [3].

λ = lim
‖δX‖ → 0
t→∞

1

t
ln
‖δX(t)‖
‖δX(0)‖

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæíî íàçâàòü ìåðîé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé, òàê
êàê ïðè ïîëèíîìèàëüíîì ðîñòå ‖δX(t)‖ ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðàâåí 0.
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3 Êëàññè÷åñêèé õàîñ

3.1 Õàîòè÷åñêèå è ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû

Ñðåäè íåóñòîé÷èâûõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò ñèñòåìû ñ îñîáåííî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì. Â íèõ òðà-
åêòîðèÿ òî÷êè X(t) íåîòëè÷èìà îò íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ýòî äåëàåò âîçìîæíûì
ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ è ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèê âåëè÷èíû X(t), àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ õàîòè-
÷åñêèìè, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðåãóëÿðíûì ñèñòåìàì, â êîòîðûõ äâèæåíèå ìîæåò áûòü õîòü
è íåóñòîé÷èâûì, íî íå ñëó÷àéíûì. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íåóñòîé÷èâîñòè, íå ïðèâîäÿùåé ê õàîñó.
Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = x

íåóñòîé÷èâî. Îäíàêî, ïîâåäåíèå x(t) òðèâèàëüíî:
limt→∞ |x(t)| = ∞ ïðè x(0) 6= 0 è x(t) = 0 ïðè x(0) = 0. Òðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ
âîçìîæíîñòüþ íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ x. Åñëè ‖X(t)‖ îñòà¼òñÿ îãðàíè÷åííîé â òå÷åíèå
âñåãî âðåìåíè (ôèíèòíîå äâèæåíèå) ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà. Ïðè ýòîì
íàáëþäàþòñÿ äâà òåñíî ñâÿçàííûõ ñ õàîñîì ÿâëåíèÿ: ýðãîäè÷íîñòü è ïåðåìåøèâàíèå

3.2 Ýðãîäè÷íîñòü

Ïóñòü X(0) ∈ U1, U1 ⊂ Rn -îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âñå òðàåêòîðèè X(t) ëåæàò â
íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå U .

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ X(t),
÷òî â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè U ëåæèò õîòÿ áû îäíà òî÷êà äàííîé òðà-
åêòîðèè.

Ýðãîäè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ è íåêîòîðûå ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû, ñîâåðøàþùèå ôèíèòíîå äâè-
æåíèå. Ïðèìåðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìàÿòíèê, ñîâåðøàþùèé êîëåáàíèÿ íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé êîëåáàíèé âäîëü îñè x ñ ÷àñòîòîé ω1 è âäîëü îñè y ñ ÷àñòîòîé ω2. Â
ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå ω1/ω2 èððàöèîíàëüíî, äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì.

Â ñëó÷àå ýðãîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè
íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ρ(X) [5]. C ïîìîùüþ ýòîé ïëîòíîñòè ìîæíî ïðîèçâîäèòü óñðåäíåíèå
ðàçëëè÷íûõ ôóíêöèé ϕ(X) íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

< ϕ(X) >ρ=
∫
U
ϕ(Y)ρ(Y)dY dY = dy1dy2...dyn

ïðè÷¼ì âû÷èñëåííîå òàêèì îáðàçîì ñðåäíåå áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñðåäíèì ïî âðåìåíè:

< ϕ(X) >t= lim
T→∞

1

T

∫ T

0
ϕ(X(t))dt
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< ϕ(X) >t=< ϕ(X) >ρ

3.3 Ïåðåìåøèâàíèå

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè ìîãóò îáëàäàòü è íåêîòîðûå ðåãóëÿðíûå ñèñòå-
ìû. Äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì íàáëþäàåòñÿ òàêæå ÿâëåíèå ïåðåìåøèâàíèÿ. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì [5]. Ðàññìîòðèì àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ îäíî-
ìåðíûì ñëó÷àåì)

C(τ) =< x̂(t+ τ)x̂(t) >

ãäå
x̂(t) = x(t)− < x >

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà, ëèáî îñöèëëèðóåò. Äëÿ õàî-
òè÷åñêèõ ñèñòåì àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûñòðî (îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíî) ñïàäàåò, x(t)
è x(t + τ) ÿâëÿþòñÿ "íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè". Îòëè÷èå ìåæäó ðåãóëÿðíûìè
ýðãîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ñèñòåìàìè ñ ïåðåìåøèâàíèåì çàêëþ÷àåòñÿ è â ïîâåäåíèè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè C(τ)

Ĉ(ω) =
∫ ∞
−∞

C(τ)e−iωτdτ

Ñïåêòð äèñêðåòåí â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ è íåïðåðûâåí â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãî.

3.4 Ïðèìåðû ñèñòåì ñ õàîñîì

Èñòîðè÷åñêè îäíîé èç ïåðâûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ áûë çàìå÷åí õàîñ ÿâëÿëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ëîðåíöà, îïèñûâàþùàÿ êîíâåêòèâíûå ïîòîêè â æèäêîñòè

ẋ = σ(x− y)
ẏ = rx− y − xz
ż = xy − bz

Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà r ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ðàçëè÷íûå ðåãóëÿðíûå, òàê è õàîòè÷å-
ñêèé ðåæèì. Îñîáåííîñòüþ äàííîé ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ïðèòÿãèâàþùåãî
ìíîæåñòâà � àòòðàêòîðà, âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà ñâÿçàíà ñ äèññèïàòèâ-
íûìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû.

Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ îáíàðóæèâàåòñÿ õàîñ. Íàïðèìåð [4]

ẍ+ γẋ− 1

2
x(1− x2) = f cos νt
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Ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ f , ν, γ âîçìîæíî êàê ðåãóëÿðíîå, òàê è õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.
Ýòîò ïðèìåð áóäåò äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàí â äàëüíåéøåì.

Õàîñ ìîæåò âîçíèêàòü è â ìîäåëÿõ, èñïîëüçóþùèõ äèñêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ [2]. Íàïðèìåð,
êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå

xn+1 = f(xn) = rxn(1− xn)

Ïðè r < r1 ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïîìèìî íóëåâîãî òàêæå äðóãîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ f(x∗) =
x∗, çàòåì ïðè r > r1 ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èñ÷åçàåò, îäíàêî ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ ó ïîâòîðíîãî îòîáðàæåíèÿ f(f(x∗)) = x∗, òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò äâóõòî÷å÷íûé öèêë,
ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè r âîçíèêàþò 4, 8...2n-òî÷å÷íûå öèêëû, è ïðè íåêîòîðîì r∞ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xn ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêîé

4 Êâàíòîâûé õàîñ

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïîíÿòèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêî-
âû îñîáåííîñòè êâàíòîâûõ ñèñòåì, êëàññè÷åñêèå ïðåäåëû êîòîðûõ îáíàðóæèâàþò õàîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå? Ïî êàêèì õàðàêòåðèñòèêàì êâàíòîâûõ ñèñòåì ìîæíî ñóäèòü îá ýòèõ îñîáåííîñòÿõ?

4.1 Êâàíòîâûé àíàëîã ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà

Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà â íåñêîëüêî èíîì âèäå.

eλt = lim
||δX(0)||→0

||δX(t)||
||δX(0)||

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûé ñëó÷àé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé êîîðäè-
íàòîé q è èìïóëüñîì p

∂q(t)

∂q(0)
≈ δq(t)

δq(0)
∼ eλt

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ êâàíòîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì
ñâîéñòâîì ñêîáîê Ïóàññîíà

{f, p} = −∂f
∂q

Ãäå f(p, q)-ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìàòðèâàÿ q(t), p(t) ïðè êàæ-
äîì çàäàííîì t êàê ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (q(0), p(0)): q(t) = ft(q(0), p(0)) ìîæíî
çàïèñàòü

∂q(t)

∂q(0)
= −{q(t), p(0)}
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Äàëåå ñîâåðøèì ïðîöåäóðó êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ:

{f, g} → i

h̄
[f̂ , ĝ]

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êâàíòîâîì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòè ìîã áû ìàòðè÷íûé ýëå-
ìåíò

< out|[q̂(t), p̂(0)]|in >
Íåäîñòàòêîì ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé. ×òî-
áû èçáåæàòü ýòîãî íåäîñòàòêà ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî èíîå âûðàæåíèå, ãäå ïðîèçâåäåíî
ñóììèðîâàíèå ïî êîíå÷íûì è óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì

CT (t) =
∑
n

e−En/T

Z

∑
out

< n|[q̂(t), p̂(0)]†|out >< out|[q̂(t), p̂(0)]|n >

CT (t) =
∑
n

e−En/T

Z
cn(t) cn(t) = − < n|[q̂(t), p̂(0)]2|n >

CT (t) = −Tr(ρ̂[q̂(t), p̂(0)]2) ρ̂ =
e−Ĥ/T

Z
Trρ̂ = 1

Âåëè÷èíû cn(t) è CT (t) íîñÿò íàçâàíèå OTOC ("Out-of-time-order correlator"). Åñëè êëàññè÷å-
ñêèé ïðåäåë äàííîé ñèñòåìû îáíàðóæèâàåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, òî îæèäàåòñÿ, ÷òî

CT (t) ∼ e2λt

Âû÷èñëèì ôóíêöèþ CT (t) â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêè -
äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïóñòü ñîáñòâåíàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ω, áóäåì ñ÷èòàòü ýòó
âåëè÷èíó ëèáî âåùåñòâåííîé, ëèáî ÷èñòî ìíèìîé ω = iλ ãäå λ-íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ãàìèëüòîíèàí èìååò ñòàíäàðòíûé âèä:

Ĥ =
1

2
(p̂2 + ω2x̂2)

d

dt
p̂ =

i

h̄
[Ĥ, p̂] = −ωx̂

d

dt
x̂ =

i

h̄
[Ĥ, x̂] = p̂

ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé [12]:

x̂(t) = x̂(0) cosωt+
p̂(0)

ω
sinωt
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p̂(t) = x̂(0)ω sinωt+ p̂(0) cosωt

[x̂(t), p̂(0)] = ih̄ cosωt

cn(t) = h̄2 cos2 ωt

CT (t) = Tr(ρ̂h̄2 cos2 ωt) = h̄2 cos2 ωt

ýòà âåëè÷èíà îñöèëëèðóåò, êîãäà ω-âåùåñòâåííîå. Åñëè ω = iλ, òî:

cn(t) = h̄2 cosh2(λt)

CT (t) = h̄2 cosh2 λt =
h̄2

4
(e2λt + 2 + e−2λt)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì, íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.
Ñëåäóåò îòìåòèòü âî-ïåðâûõ, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò CT (t)

íàáëþäàåòñÿ ëèøü â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, ïîñëå êîòîðîãî ðîñò ñìåíÿåòñÿ
êîëåáàíèÿìè îêîëî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Ñõîæåñòü äèíàìèêè êâàíòîâîé ÷àñòèöû è å¼ êëàññè-
÷åñêîãî àíàëîãà ïîäðàçóìåâàåò äîñòàòî÷íî ñèëüíóþ ëîêàëèçàöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè. Â ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà íåîïðåäåë¼ííîñòü êîîðäèíàòû ñòàíåò ïîðÿäêà âåëè÷èíû ðàçìåðîâ îáëàñòè äâè-
æåíèÿ, óæå íåëüçÿ áóäåò ãîâîðèòü î ñõîæåñòè êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ïîâåäåíèÿ ÷àñòèöû.
Äëÿ õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λ ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü ñâåðõó îöåíåí
âðåìåíåì Ýðåíôåñòà t∗ ∼ 1

λ
ln S

h̄
ãäå S - õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ.

Âî-âòîðûõ, íå äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé
ðîñò CT (t). Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü òàê íàçûâàåìûå áèëëèàðäû . Ïóñòü U -íåêîòîðàÿ îáëàñòü
íà ïëîñêîñòè, è ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

V (x, y) =

{
V (x, y) = 0 x ∈ U
V (x, y) =∞ x 6∈ U (4)

Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëîì òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîé, åñëè îáëàñòü U , íå
îáëàäàåò ñèììåòðèåé, îáåñïå÷èâàþùåé íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ ïîìèìî
ýíåðãèè. Íàïðèìåð, åñëè U - êðóã òî ïîìèìî ýíåðãèè ñóùåñòâóåò òàêæå èíòåãðàë L = xpy − ypx
. Åñëè U -ïðÿìîóãîëüíèê, òî ïîìèìî ýíåðãèè H = 1

2m
(p2
x + p2

y) ñóùåñòâóåò òàêæå åù¼ îäèí íåçà-
âèñèìûé èíòåãðàë (íàïðèìåð, p2

x). Ïðèìåðîì ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì òàêîé âòîðîé íåçàâèñèìûé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ îòñóòñòâóåò ìîæåò ñëóæèòü ïîòåíöèàë â ôîðìå ñòàäèîíà.

Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàññ÷¼òû [7], â ñëó÷àå êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì (4) è U
â âèäå ñòàäèîíà, ôóíêöèÿ CT (t) íå îáíàðóæèâàåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà äàæå íà ïðîòÿæåíèè
âðåìåíè t∗. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêèì è êâàíòîâûì îïèñàíèåì
ïðîöåññà ñòîëêíîâåíèÿ íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ óæå ê ìîìåíòó âðåìåíè ts << t∗.
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4.2 Cëîæíîñòü

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû h̄ =
1)

i
∂ψ

∂t
= Ĥψ

åãî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ψ(t) = Û(t)ψ(0)

ãäå Û - îïåðàòîð ýâîëþöèè. Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàíà Ĥ, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ýòî îïåðàòîð
èìååò âèä

Û = e−iĤt

Ëþáîå ñîñòîÿíèå ψ(t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ(0) ïóò¼ì óíèòàðíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Û . Ðàññìîòðèì îñíîâíûå èäåè, êàñàþùèåñÿ ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ψ(t),
èçëîæåííûå â [17] . Â òåîðèè èíôîðìàöèè ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, êî-
òîðûå íóæíî ñîâåðøèòü íàä èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî ðåçóëüòàòà. Ïóñòü
èìååòñÿ íåêîòîðîå èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ψR êîòîðîå ïåðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì Û â öåëåâîå ñîñòîÿ-
íèå ψT . Íåîáõîäèìî âûáðàòü íåêèé íàáîð ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ Û è
ôóíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ êîëëè÷åñòâî òàêèõ îïåðàöèé. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ñëó÷àé, êîãäà òàêèõ îïåðàöèé êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ
ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
1

2
(p̂2

1 + p̂2
2 + ω2(x̂2

1 + x̂2
2) + k(x̂1 + x̂2)2)

ïðåîáðàçîâàíèÿìè

x̂± =
1√
2

(x̂1 ± x̂2)

ãàìèëüòîíèàí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥ = Ĥ+ + Ĥ− Ĥ± =
1

2
(p̂2
± + ω2

±x
2
±)

ω2
+ = ω2 ω2

− = ω2 + 2k

ìîæíî ïðåäñòàâèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ0(x+, x−) = ψ0(x+)ψ0(x−) =
(ω+ω−)1/4

√
π

exp
[
−1

2
(ω+x

2
+ + ω−x

2
−)
]
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âûðàæàÿ ÷åðåç ñòàðûå ïåðåìåííûå x1 x2:

ψ0(x1, x2) =
(ω1ω2 − β2)1/4

√
π

exp
[
−1

2
(ω1x

2
1 + ω2x

2
2 + 2βx1x2)

]

ω1 = ω2 =
1

2
(ω+ + ω−) β =

1

2
(ω+ − ω−)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå èñõîäíîé ôóíêöèþ

ψR(x1, x2) =

√
ω0

π
exp

[
−ω0

2
(x2

1 + x2
2)
]

À â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèé
Q̂ab = eiεx̂ap̂b (a 6= b)

Q̂aa = eε/2eiεx̂ap̂a

îíè äåéñòâóþò íà ôóíêöèþ ψ(x1, x2) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Q̂11ψ(x1, x2) = eε/2ψ(eεx1, x2)

Q̂21ψ(x1, x2) = ψ(x1 + εx2, x2)

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
ψ0(x1, x2) = Q̂α3

22 Q̂
α2
21 Q̂

α1
11ψR(x1, x2)

α1 =
1

2ε
ln
(
ω1

ω0

)

α2 =
1

ε

√
ω0

ω1

β√
ω1ω2 − β2

α3 =
1

2ε
ln

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
Â êà÷åñòâå ñëîæíîñòè ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

C(Û) = ε(|α1|+ |α2|+ |α3|)

èëè
C(Û) = ε

√
α2

1 + α2
2 + α2

3
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè Û îïòèìàëüíûì? ò. å. ìèíèìàëüíî ëè C(Û) ñðåäè âñåõ âîçìîæ-
íûõ Û òàêèõ, ÷òî ψT = ÛψR? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïðèìåíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, à
èìåííî, âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ ïðåîáðàçîâàíèé M̂I è ðàññìîòðèì âûðàæåíèå âèäà:

Û = T exp(
∫ 1

0
dτXI(τ)M̂I)

(T-ñèìâîë õðîíîëîãè÷åñêîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ). À â êà÷åñòâå ñëîæíîñòè âûáåðåì "äëèíó â îïå-
ðàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå":

C(Û) =
∫ 1

0
ds
√
GIJXI(s)XJ(s)

×àñòü II

Ðàññìîòðåíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷

5 Çàäà÷à î ìàÿòíèêå ñ ïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà

5.1 Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâûì, òàê è íåóñòîé÷èâûì. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
ìàññû m = 1 íàõîäèòñÿ íà êîíöå íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ äëèíû l = 1, êîòîðûé ìîæåò ñîâåðøàòü
êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, à òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò çàäàííîå äâèæå-
íèå. Ïðèâåä¼ì ñîáñòâåííûé âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïóñòü r-ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïîäâåñà
ϕ-óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè e-åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âíèç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
R̂ϕ-îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò
âèä:

L = T (ϕ̇, t)− U(ϕ, t)

T =
1

2
(ẋ, ẋ) x = r + R̂ϕe

ẋ = ṙ +
dR̂ϕ

dt
e

dR̂ϕ

dt
=
dR̂ϕ

dϕ
ϕ̇

dR̂ϕ

dϕ
=
dR̂ϕ+ψ

dψ
|ψ=0 = R̂ϕ

dR̂ψ

dψ
|ψ=0 = R̂ϕR̂π/2

(ẋ, ẋ) = (ṙ, ṙ) + 2(ṙ, R̂ϕR̂π/2e)ϕ̇+ ϕ̇2

13



Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå, âûäåëèâ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

(ṙ, R̂ϕR̂π/2e)ϕ̇ =
d

dt
(ṙ, R̂ϕe)− (r̈, R̂ϕe)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâå ôóíêöèè Ëàãðàíæà, îòëè÷àþùèåñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè
ýêâèâàëåíòíû, ïîëó÷àåì:

L =
ϕ̇2

2
− (r̈, R̂ϕe)− U(ϕ, t)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:
U(ϕ, t) = −ω2 cosϕ

Åñëè òî÷êà ïîäâåñà ìàÿòíèêà êîëåáëåòñÿ âåðòèêàëüíî r(t) = ξ(t)e

(r̈, R̂ϕe) = ξ̈ cosϕ

L =
ϕ2

2
+ (ω2 − ξ̈) cosϕ (5)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
ϕ̈+ (ω2 − ξ̈) sinϕ = 0

Äàííîå óðàâíåíèå íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ìàòüå è èìååò âèä óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé, íî ñ ÷àñòîòîé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè:

ϕ̈+ Ω2(t) sinϕ = 0 Ω2 = ω2 − ξ̈

Ó îáû÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èìåþòñÿ äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâîå ïðè
ϕ = 0 è íåóñòîé÷èâîå ïðè ϕ = π. Îäíàêî, â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò áûñòðûå
âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ϕ = π ìîæåò òàêæå ñòàòü óñòîé÷èâûì. Ïîëî-
æèì ϕ = π + φ è ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå, îñòàâèâ òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî φ:

φ̈− Ω2(t)φ = 0 (6)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû:{
ṗ = Ω2φ

φ̇ = p
(7)

äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü Ω(t) íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðèîäà T è ïðèìåíèì ê àíàëèçó
óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåòîäû, îïèñàííûå â [8]. Ðàññìîòðèì ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî L, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû.

L =
{
y =(φ, φ̇)T

}
14



Êàæäîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ (φ(0), φ̇(0)) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð y(0) ∈ L. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
âåêòîð y(t),èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (6) îïèñûâàåò
íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàäàäèì íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñåìåéñòâî
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {At}, ãäå At äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Aty(0) = y(t)

Â îáùåì ñëó÷àå AtAs 6= At+s è {At} íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ïóñòü φ(t)-
íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), òîãäà φ(t+ T ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì:

φ̈(t+ T ) + Ω2(t+ T )φ(t+ T ) = φ̈(t+ T ) + Ω2(t)φ(t+ T ) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî
AtAT = At+T

Îòîáðàæåíèÿ {AnT} n-öåëîå îáðàçóþò ãðóïïó (áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ), ïðè÷¼ì AnT =
(AT )n. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ y = 0 óðàâíåíèÿ (6) ñâîäèòñÿ ê
èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè îïåðàòîðà AT .

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) >
0 òàêîå, ÷òî åñëè ||y|| < δ ||Any|| < ε äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàê êàê ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áåçäèññèïàòèâíîé, ôàçîâûé îáú¼ì, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ñîõðàíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, detAT = 1. Îêàçûâàåòñÿ, óñòîé÷èâîñòü îïåðà-
òîðà AT çàâèñèò ëèøü îò åãî ñëåäà trAT . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

λ2 − trATλ+ 1 = 0

åãî äèñêðèìèíàíò:
D = (trAT )2 − 4

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1)|trAT | > 2. Ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ |λ1| > 1 |λ2| < 1
èì ñîîòâåòñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà e1 e2, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü
â êà÷åñòâå áàçèñà. Òîãäà

||Any|| = ||(AT )ny1e1 + (AT )ny2e2|| = ||λn1y1e1 + λn2y
2e2|| ≥

≥ |λ1|n||y1e1|| − |λ2|n||y2e2|| → ∞ (n→∞)

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð AT íåóñòîé÷èâ
2)|trAT | < 2. Ñóùåñòâóþò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ λ1 = cos θ+i sin θ λ2 = λ̄1 ðàâíûõ
ïî ìîäóëþ 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà âåêòîðà e1, e2 òàêèå, ÷òî

Ae1 = cos θe1 − sin θe2
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Ae2 = sin θe1 + cos θe2

ðàçëîæèì y = y1e1 + y2e2

||(AT )ny|| = ||(y1 cosnθ + y2 sinnθ)e1 + (y2 cosnθ − y1 sinnθ)e2|| ≤

≤ 2
√

(y1)2 + (y2)2 ≤ 4
√

2||y||

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå AT óñòîé÷èâî

5.2 Êâàíòîâàÿ çàäà÷à

Òåïåðü ðàññìîòðèì êâàíòîâîé àíàëîã çàäà÷è î ìàÿòíèêå ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà. Ïóñòü
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0:

ψ(x, 0) =
(
ω0

π

) 1
4

exp

(
−ω0x

2

2

)

Âûáîð òàêîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â í¼ì ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0 Äàëåå ïîìåñòèì ÷àñòèöó â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

V =
Ω2x2

2

Ïðè÷¼ì Ω ìîæåò áûòü èëè âåùåñòâåííûì, èëè ÷èñòî ìíèìûì, âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïî-
ëó÷àåì êâàíòîâûé àíàëîã ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ïåðåâ¼ðíóòîãî â âåðõíåå (íåóñòîé÷èâîå)
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ñîñòîÿíèå ýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî óàâíåíèþ:

iψ̇ = Ĥψ (8)

â [18] ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî Ω íå çàâèñèò
îò âðåìåíè:

ψ(x, t) = N(t) exp

(
−ω(t)x2

2

)
(9)

ω(t) = Ω

(
Ω− iω0 cot(Ωt)

ω0 − iΩ cot(Ωt)

)
(10)
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Ïðèâåäó ïðîäåëàííûé ìíîé âûâîä äàííîãî ðåçóëüòàòà, ïðè êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå
îáùèé ñëó÷àé çàâèñèìîñòè Ω îò âðåìåíè. Ââåä¼ì áåñêîíå÷íî ìàëûé âðåìåííîé ïàðàìåòð τ

ψ(t+ τ)− ψ(t) = −iτĤ(t)ψ(t) +O(τ 2) (11)

ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà Ĥ íà ôóíêöèþ ψ(0) = exp(−ωx2

2
). Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî

îïóñòèòü íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü.

Ĥψ = (Ω2 − ω2)
x2

2
ψ +

ω

2
ψ

Çàìåòèì, ÷òî
x2

2
ψ = −∂ωψ

ïîäñòàâèì ýòî â óðàâíåíèå (11) ïðè t = 0

ψ(τ) =
(

1 + iτ(Ω2 − ω2)∂ω −
iωτ

2

)
ψ(0) +O(τ 2) = (12)

= exp
(−τiω

2

)
exp

(
τi(Ω2 − ω2)∂ω

)
exp

(
−ωx

2

2

)
+O(τ 2)

Ââåä¼ì ôóíêöèþ ω(t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

ω̇ = i
(
Ω2 − ω2

)
(13)

ω(0) = ω0

(ïðè Ω = const ω(t) ñîâïàäàåò ñ (10)) Òîãäà (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψ(τ) = exp

(
−ω(τ)x2

2
− i

2
ω(0)τ

)
+O(τ 2)

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå ψ(τ) â (12) âìåñòî ψ(0) ïîëó÷èì ψ(2τ) .Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó n
ðàç, ïîëó÷èì

ψ(nτ) = exp

(
−ω(nτ)x2

2
− i

2

n−1∑
k=0

ω(kτ)τ

)
+O(τ 2)

ïîëàãàÿ n = t/τ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó τ → 0 ïîëó÷èì

ψ(t) = exp

(
−ω(t)x2

2
− i

2

∫ t

0
ω(s)ds

)
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âîññòàíîâèì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

ψ(t) =
(
ω0

π

) 1
4

exp
(
− i

2

∫ t

0
ω(s)ds

)
exp

(
−ω(t)x2

2

)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â (8) ìîæíî óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ.
Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà Ω(t)-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T . Â

îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (13), ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì Ðèêêàòè, íå ìîæåò áûòü ðåøåíî àíàëè-
òè÷åñêè. Îäíàêî, åãî ðåøåíèÿ áóäóò îáëàäàòü íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè.

Èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ÿâ-
ëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé:

ω(t) =
a(t)ω0 + b(t)

c(t)ω0 + d(t)

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàïèøåì ω = z1
z2
è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ω(t) ñòîëáåö z = (z1, z2)T ,

ïðè÷¼ì λz ñîîòâåòñòâóåò òîìó æå ω(t), ÷òî è z. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

z(t) = A(t)z(0), z(t) =

(
ω(t)

1

)
, A(t) =

(
a b
c d

)

Àíàëîãè÷íî òîìó ,êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî A(nT ) (n-öåëîå) îáðàçóþò
ãðóïïó ïî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, ïðè÷¼ì A(nT ) = An(T )

Â [18] ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ñëîæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ψ(t)

C(ψ(t)) =
1

2
cosh−1(R(t)) R(t) =

ω2
0 + |ω(t)|2

2ω0Re(ω(t))

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíå, cëîæíîñòü C ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïðè Ω = const,
C(ψ(t)) îñöèëëèðóåò, îñòàâàÿñü îãðàíè÷åííîé, ïðè âåùåñòâåííîì Ω (ñèñòåìà óñòîé÷èâà), è C =
O(t) ïðè t→∞, åñëè Ω-÷èñòî ìíèìîå (ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà).

Ïîëîæèì äàëåå ω0 = 1, ω = z1/z2

R(t) =
|z1|2 + |z2|2

z1z̄2 + z̄1z2

(14)

Äàëåå, âûâåäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò z1 è z2. Ïîäñòàâèì ω = z1/z2 â (10):

ż1z2 − z1ż2

z2
2

= i(Ω2 − z2
1

z2
2

)
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ż1z2 − z1ż2 = i(Ω2z2
2 − z2

1)

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, åñëè íà ôóíêöèè z1(t) z2(t) íàëîæèòü äâà óñëîâèÿ:{
iż1 = −Ω2z2

ż2 = iz1
(15)

Çàìåíîé p = iz1 q = z2 Ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:{
ṗ = −Ω2q
q̇ = p

(16)

Òî åñòü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïåðåìåííîé
÷àñòîòîé. Ìîæíî ââåñòè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî L è ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {At} àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

|z1|2 + |z2|2 = ||Aty(0)||2

Âûâåäåì, êàêèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì çíàìåíàòåëü â (14)

d

dt
{z1z̄2 + z̄1z2} =

d

dt
2Re {z1z̄2}

d

dt
(z1z̄2) = ż1z̄2 + z1 ˙̄z2 = iΩ2|z2|2 − i|z1|2

Re

{
d

dt
(z1z̄2)

}
= 0

z1z̄2 + z̄1z2 = const = 2

R(t) =
||Aty(0)||2

2

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü ëèíåéíî ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
íåóñòîé÷èâî ñîîòâåòñòâóþùåå êëàññè÷åñêîå îòîáðàæåíèå At

5.3 Ïðèáëèæ¼ííîå èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü

Ñíîâà âåðí¼ìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ìàÿòíèêå ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîä-
âåñà. Èññëåäîâíèå íà óñòîé÷èâîñòü âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêè òî÷íî ðåøàåìîé çàäà÷åé, òàê êàê âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå îïåðàòîð AT óäà¼òñÿ
ëèøü ïðè íåêîòîðûõ Ω(t). Èçëîæèì ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä, îïèñàííûé â [5]. Ïóñòü ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà ìàññû m = 1 íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ ñèë ñ ïîòåíöèàëîì V (x), à òàêæå
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ïîä äåéñòâèåì áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ñèëû F = F0 sin νt. Òîãäà óñðåäí¼ííàÿ ïî ïåðèîäó êîîð-
äèíàòà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X =< x >T áóäåò èçìåíÿòüñÿ òàê, êàê åñëè áû òî÷êà íàõîäèëàñü
ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè ñèëû ñ ïîòåíöèàëîì:

Veff = V +
< F 2 >T

2ν2

Ïðèìåíèì äàííûé ðåçóëüòàò ê ìàòåðèàëüíîé òî÷êå ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (5), ïîëîæåíèå òî÷êè
ïîäâåñà ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó: ξ(t) = −ξ0 sin νt. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà
èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä:

F = ν2ξ0 sinϕ sin νt

Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:

Veff = −ω2 cosϕ+
ν2ξ2

0

4
sin2 ϕ

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ = π:

V ′′eff |ϕ=π =
ξ2

0ν
2

2
− ω2 > 0

Ïðè äàëüíåéøèõ ÷èñëåííûõ ðàññ÷¼òàõ èñïîëüçîâàëîñü îáîçíà÷åíèå f = ξ0ν
2 à òàêæå ïîëàãà-

ëîñü äëÿ ïðîñòîòû ω = 1 â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f >
√

2ν

6 ×èñëåííûå ðàññ÷¼òû

Âû÷èñëèì îäíó èç ââåä¼ííûõ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ìîæåò ñâèäåòåëü-
ñòâîâàòü î íàëè÷èè õàîñà. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ â n-îì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ(0), êîòîðûé îáëàäàåò
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ĥ(0)|n >= En|n >

Çàòåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè Ĥ(t) = p̂2

2
+ V (t, x). Îïåðàòîð

êîîðäèíàòû â Ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî:

x̂(t) = Û †(t)x̂(0)Û(t)
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ãäå Û(t)-îïåðàòîð ýâîëþöèè:

Û(t) = T exp
(
−i
∫ t

0
Ĥ(s)ds

)
(17)

áóäåì âû÷èñëÿòü âåëè÷èíó
cn(t) = − < n|[x̂(t), p̂(0)]2|n >

Â [14] ïðèâåä¼í àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ cn(t) â ñëó÷àå íåçàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ãàìèëüòîíèàíà.
Ìû èçìåíèëè äàííûé àëãîðèòì òàê, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî áûëî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ
ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè Ĥ(t)

6.1 Ïðîâåðêà àëãîðèòìà íà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ

Âåëè÷èíû cn(t) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ íåçàâèñÿùèõ îò âðåìåíè
ãàìèëüòîíèàíîâ. Ïåðâûé ñëó÷àé:

Ĥ =
p̂2

2
+
x2

2

-ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ñîñîòîÿíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíû-
ìè ñîñòîÿíèÿìè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

|n >= Nne
−x2/2Hn(x) (18)

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå cn(t) ïðè ýòîì íå çàâèñÿò îò n è äàþòñÿ âûðàæåíèåì:

cn(t) = cos2 t

Âû÷èñëåíèÿ äàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïðè n = 0 íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñ òåîðèåé.
Ñ ðîñòîì n íàáëþäàåòñÿ îòêëîíåíèå îò òåîðèè, ñâÿçàííîå ñ ïðèáëèæ¼ííîé òî÷íîñòüþ àïïðîê-
ñèìàöèè îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, îäíàêî âû÷èñëåííûå è òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò
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Ðèñ. 1: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ãðàôèêè ñîâïàäàþò

Ðèñ. 2: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè
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Ðèñ. 3: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè, ãðàôèê íîðìèðîâàí íà íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå

Âòîðîé ñëó÷àé:

Ĥ =
p̂2

2
− x2

2

. Ãàìèëüòîíèàí îòëè÷àåòñÿ îò ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çíàêîì ó x2 Â ýòîì ñëó÷àå cn(t)
òàêæå íå çàâèñèò îò n è ðàâíî:

cn(t) = ch2t

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òàêæå áûëè âçÿòû (18). Âû÷èñëåíèÿ äàëè ñëåäóþùèå (ðèñ
4-6).
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Ðèñ. 4: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè

Ðèñ. 5: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè
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Ðèñ. 6: Ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè

Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå âû÷èñëåííîé çàâèñèìîñòè cn(t) ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîìó äâè-
æåíèþ. Êîëëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ñ òåîðèåé òàê æå åñòü äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè
(ïðè÷¼ì íàñòóïàåò îí òåì ðàíüøå, ÷åì áîëüøå n), äàëåå íàáëþäàåòñÿ óñêîðåííûé ðîñò cn(t),
à çàòåì íàñûùåíèå. Ýòîìó ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-
íèè ïîòåíöèàëà V (x) êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà çàäà¼òñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå (−L,L), âíå êîòîðîé
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 0. Ïîýòîìó ðåàëüíûé ïîòåíöèàë èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

Vreal =

{
V (x) x ∈ (−L,L)
∞ x 6∈ (−L,L)

Áûñòðûé ðîñò cn(t) ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ îò ñòåíêè, à äàëüíåéøåå
íàñûùåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàñïëûâàíèè îáëàñòè ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïàêåòà äî ðàçìåðîâ
îòðåçêà (−L,L). ×åì áîëüøå n, òåì áîëüøå ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà, òåì ìåíåå ëîêàëèçîâàíà íà-
÷àëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ óìåíüøåíèå âðåìåíè äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ðîñòîì
n. Îäíàêî, âû÷èñëåíèÿ ïðè L = 20 äàþò â òî÷íîñòè òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è ïðè L = 10. Ýòî
ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íåêîòîðûõ íåó÷ò¼ííûõ ôàêòîðàõ, âëèÿþùèõ íà cn(t). Ïðè óìåíü-
øåíèè øàãà h â äâà ðàçà ðåçóëüòàòû ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ n.

6.2 Îñöèëëÿòîð ñ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòîòîé

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë çàâèñÿùèé îò âðåìåíè:

V (t, x) = −(1 + f sin νt)
x2

2
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ßâëÿþùèéñÿ ïîòåíöèàëîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ òî÷êîé ïîäâåñà, ñîâåðøàþùåé âåðòè-
êàëüíûå êîëåáàíèÿ ïîãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê íàõîäèòñÿ
âáëèçè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû (f, ν) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

f >
√

2ν ν >> 1 (19)

òî âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî. Ïðîâåä¼ì ðàññ÷¼òû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
f = 2 , ν = 5 (â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (19) íå âûïîëíÿåòñÿ) è f = 16 , ν = 10 (â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå (19) âûïîëíÿåòñÿ). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé |n > òàêæå âîçüì¼ì (18)

Ðèñ. 7: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 8: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

Ðèñ. 9: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 10: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

Ðèñ. 11: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

Ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò óñòîé÷èâîñòü ïðè ïàðàìåòðàõ f = 16 ν = 10. Ïðè íåñêîëüêèõ
ïåðâûõ n cn(t) îñöèëëèðóåò, ïðèíèìàÿ â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè íóëåâûå çíà÷åíèÿ â ïðî-
òèâîïîëîæíîñòü ïîâåäåíèþ cn(t) ïðè f = 2 ν = 5, ãäå íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.
Ïðè âîçðàñòàíèè n ïîâåäåíèå cn(t) òàêæå ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó äâèæåíèþ, îäíàêî íà÷è-
íàåò ñêàçûâàòüñÿ íåòî÷íîñòü ÷èñëåííîé ìîäåëè ñâÿçàííîé ñ êîíå÷íîñòüþ îòðåçêà ïðÿìîé, íà
êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ.
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6.3 Íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé

6.3.1 Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

V (x) = −x
2

4
+
x4

8
(20)

íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà

F (t) = f0 cos νt

. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ýòîé ÷àñòèöû:

H(x, p) =
p2

2
− x2

4
+
x4

8
+ f0x cos νt (21)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìååò âèä:

ẋ = p
ṗ = 1

2
x(1− x2) + f0 cos νt

(22)

Â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèÿ
èëè îêîëî îäíîãî èç óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ x = ±1, ïðè êîòîðîé ÷àñòèöà îñòà¼òñÿ
â îäíîé èç ÿì, èëè îêîëî íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
x = 0, ïðè ýòîì ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ ïîïåðåìåííî â îáîåèõ ÿìàõ.Â [4] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (22) ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî, îòâå÷àþùåãî íà-
ëè÷èþ òðåíèÿ. Äàëåå ðåøèì ñèñòåìó (22) ÷èñëåííî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ f0

è áóäåì îòìå÷àòü òî÷êîé íà ïëîñêîñòè (x, p) êîîðäèíàòû â ìîìåíòû âðåìåíè tn = 2πn
ν

(ò.í.
ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå). Íèæå ïðèâåäåíû ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ðåøåíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
x(0) = 0 p(0) = 1 ω = 0.5 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ f0 (îòìå÷åíî 10000 òî÷åê).
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Ðèñ. 12: f0 = 0

Ðèñ. 13: f0 = 0.1
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Ðèñ. 14: f0 = 0.12

Ðèñ. 15: f0 = 0.14
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Ðèñ. 16: f0 = 0.18

Ïî ñîâîêóïíîñòè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ìîæíî ïðîñëåäèòü, êàê ðåãóëÿðíîå ïåðèîäè÷åñêîå äâè-
æåíèå â îòñóòâñòâèè âíåøíèõ ñèë ïðèîáðåòàåò ýðãîäè÷åñêèé õàðàêòåð ñ ðîñòîì àìïëèòóäû ñèëû
f0. Îäíàêî, êàê îòìå÷åíî âûøå, ýðãîäè÷íîñòü åù¼ íå îçíà÷àåò ïîëíîé õàîòèçàöèè äâèæåíèÿ.
Îäèí èç ñïîñîáîâ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ-âû÷èñëåíèå ðàññìîòðåííîé ðàíåå àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè C(τ). Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè C(τ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ f0

Ðèñ. 17: Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû f0 = 0
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Ðèñ. 18: Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû f0 = 0.14

Ðèñ. 19: Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû f0 = 0.18

Èç èçìåíåíèÿ âèäà ôóíêöèè C(τ) ïðè óâåëè÷åíèè f0 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î õàîòèçàöèè
äâèæåíèÿ òîëüêî ïðè f0 = 0.18, ãäå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûñòðî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì
τ . Ïî àíàëîãèè ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû, ìîæíî ðàññìîòðåòü êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ èìïóëüñà. Îíà òàêæå óáûâàåò áîëåå áûñòðî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f0.
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Ðèñ. 20: Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñà f0 = 0.14

Ðèñ. 21: Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñà f0 = 0.18

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (22) îïèñàííûé âûøå ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. Âåêòîð F èìååò âèä

F =

(
p

−V ′(x) + f0 cos(νt)

)

Â(t) =

(
0 1

−V ′′(x(t)) 0

)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:λ± = ±
√
−V ′′(x(t))
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äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (20) îíè îáà âåùåñòâåííû ïðè |x| ≤ 1√
3
è ÷èñòî ìíèìû ïðè |x| > 1√

3
.

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ x(t) çàõîäèò â îáëàñòü |x| ≤ 1√
3
, òî äâèæåíèå áóäåò

íåóñòîé÷èâûì, à áëèçêèå òðàåêòîðèè áóäóò ðàñõîäèòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî.
Äëÿ ÿâíîãî âûÿâëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé ïðèìåíèì ÷èñëåííûé

ìåòîä ðàññ÷¼òà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, îïèñàííûé â [3]. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé
âåêòîð δX0 è ÷èñëåííî èíòåãðèðóåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà δẊ = Â(t)δX c íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì δX(0) = δX0 íà íåêîòîðîì âðåìåííîì îòðåçêå äëèíîé τ çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ d1 = ||δX(τ)||
è δX1 = X(τ)/d1. Äàëåå èíòåãðèðóåòñÿ òî æå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå íà îòðåçêå τ , íî ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì δX(0) = δX1. Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ N ðàç. Äàëåå ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

λ =
1

Nτ

N∑
i=1

ln di

Íèæå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ïðè ðàçëè÷íûõ f0

f0 0 0.1 0.14 0.18
100λ 0,02 0,1 0,2 7,3

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè íå ïðîèçâîäèòü ëèíåàðèçàöèþ, à èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó

δẊ = F(X(t) + δX)− F(X(t))

Òî δX áóäåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ëèøü â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìíæóòêà âðåìåíè, ïîêà íå
äîñòèãíåò âåëè÷èíû ïîðÿäêà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ îáëàñòè äâèæåíèÿ.

6.3.2 Êâàíòîâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëå ñ äâóìÿ ÿìàìè, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò êëàññè-
÷åñêîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (20). Äëÿ íå¼, êàê è äëÿ ïåðåâ¼ðíóòîãî ìàÿòíèêà áóäåì âû÷èñëÿòü
cn(t) = − < n|[x̂(t), p̂(0)]2|n >

Ïåðåä èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ óêàæåì, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ñîïîñòàâëåíèå
êâàíòîâîé çàäà÷è ñ êëàññè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë îáùåãî âèäà:

V (t, x) = −αx2 + βx4 − fx cos νt α, β > 0

α β-íåêîòîðûå ðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû. Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ãëóáèíó ïî-
òåíöèàëà V0 > 0 è ïîëîæåíèå ìèíèìóìà x0 > 0. minV (x) = V (x0) = −V0.

V (x) = V0(−2(x/x0)2 + (x/x0)4)− fx cos νt

Ïðè ñîïîñòàâëåíèè êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå. Â
êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå âåëè÷èíû x0, V0 è ìàññà ÷àñòèöû m ðàçìåðíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó îíè
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ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïîëîæåííûìè ðàâíûìè 1 (èëè ëþáîé äðóãîé êîíñòàíòå). Â êâàíòîâîì
ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì m = 1 h̄ = 1, ïîýòîìó ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòå ìîæåò áûòü ïîëîæåíà ëèøü
îäíà èç âåëè÷èí x0 èëè V0, äðóãàÿ æå ñòàíîâèòñÿ ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì, îïðå-
äåëÿþùèì "ñòåïåíü êâàíòîâîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò V0 >> 1. Ïîëîæèì
x0 = 1 è çàïèøåì ïîòåíöèàë â âèäå:

V (t, x) = V0(−2x2 + x4)− fx cos νt

Îäíàêî, äàííîå âûðàæåíèå âñ¼ åù¼ íåóäîáíî äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ ñ êëàññè-
÷åñêèì. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ïðè V0 = 1 êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáíàðóæèâàåò õàîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ (f, ν) òî ïðè V0 6= 1 õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò ïðîÿâ-
ëÿòüñÿ ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ (f ′, ν ′) ïîýòîìó íóæíî ïåðåîïðåäåëèòü ýòè ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû
íàëè÷èå õàîñà ïðè ïàðàìåòðàõ (f, ν) íå çàâèñåëî îò V0. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èçìåíèòü ïîòåíöèàë
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (t, x) = V0(−2x2 + x4)− V0fx cos ν
√
V0t

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ(t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè V0 = 1:

d2ξ

dt2
= 4(ξ − ξ3) + f cos νt

òîãäà ðåøåíèå x(t) ïðè ïðîèçâîëüíîì V0 ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé
÷åðåç ξ(t):

d2x

dt2
= 4V0(x− x3) + fV0 cos ν

√
V0t

d2x

dτ 2
= 4(x− x3) + f cos ντ τ =

√
V0t

x(t) = ξ(
√
V0t)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè V0 = 1 äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λ, òî ïðè V0 6= 1
äâèæåíèå òàêæå íåóñòîé÷èâî ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà

√
V0λ.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé |n > áðàëèñü ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà:

Ĥ(0) =
p̂2

2
+ V0(−2x2 + x4) + V0

Ñîãëàñíî ðàíåå ïîëó÷åííûì êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, õàîñ äîëæåí íàáëþäàòüñÿ ïðè f =
1.44 ν =

√
2.Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè V0 = 12.5 è V0 = 0.125. Â ïåðâîì (êâàçèêëàññè-

÷åñêîì) ñëó÷àå íàáëþäàëîñü íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå âíåøíåé ñèëû íà c1, ñîîòâåòñòâóþùèé
óðîâåíü ýíåðãèè E1 = 4.74. Â [15] óêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò
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íàáëþäàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò cn(t) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êëàññè÷åñêèé àíàëîã õàîñà íå
îáíàðóæèâàåò. ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ó÷àñòêà ïîòåíöèàëà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ V (x) âûïóêëà
ââåðõ.

Ðèñ. 22: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ V0 = 12.5

Ðèñ. 23: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ V0 = 12.5
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Ðèñ. 24: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ V0 = 12.5

Ïðè V0 = 0.125 âëèÿíèå âíåøíåé ñèëû íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà cn(t): ãðàôèêè cn(t) ïðè
f = 0 è ïðè f = 1.44 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Íå íàáëþäàåòñÿ òàêæå è ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî íåóñòîé÷èâîñòè. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïðè V0 < 1 íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ
êâàíòîâûå ýôôåêòû è êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î ÷àñòèöå, êàê î ëîêàëèçîâàííîì îáúåêòå
óæå íåïðèìåíèìî. Ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü ðàçëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ïðè V0 = 12.5 è V0 = 0.125.
Îäíàêî ïðè âñåõ óêàçàííûõ íåñîâåðøåíñòâàõ ïðèìåíÿåìûõ çäåñü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, äîñòîâåð-
íîñòü ðåçóëüòàòîâ âûçûâàåò ñîìíåíèå, äëÿ å¼ ïðîâåðêè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íûå
ìåòîäû.

Ðèñ. 25: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (ãðàôèêè ñîâïàäàþò) V0 = 0.125
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Ðèñ. 26: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (ãðàôèêè ñîâïàäàþò) V0 = 0.125

Ðèñ. 27: ïîâåäåíèå cn(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (ãðàôèêè ñîâïàäàþò) V0 = 0.125

7 Ïðèëîæåíèå: îïèñàíèå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé

Â ñëó÷àå, êîãäà ãàìèëüòîíèàí ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, âåëè÷èíû cn(t) = − < n|[x̂(t), p̂(0)]2|n >
âû÷èñëÿþòñÿ ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â [14]. Ïðè ýòîì îïåðàòîð ýâîëþöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî
èçâåñòíîé ôîðìóëå

Û(t) = exp(−iĤt)
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Åñëè æå ãàìèëüòîíèàí Ĥ çàâèñèò îò âðåìåíè, íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü îïåðàòîð ýâîëþöèè ïî
îáùåé ôîðìóëå (17). Ïðèâåä¼ííûé â [14] àëãîðèòì äëÿ ïîñòîÿííîãî Ĥ áûë óñîâåðøåíñòâîâàí
äëÿ ðàññ÷¼òîâ ñ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòüþ Ĥ(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â n-ì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì
ãàìèëüòîíèàíó

Ĥ(0) = −1

2
∂2
x + V (0, x)

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äàííîãî îïåðàòîðà. Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

Ĥ(0)ψn(x) = Enψn(x)

Çàäàäèì êîîðäèíàòíóþ ñåòêó x → xj. Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψn(x) ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

ñòîëáöà, à îïåðàòîð Ĥ(0) (à òàêæå x̂ p̂)-â âèäå ìàòðèöû:

x→ xj

ψn(x)→ ψnj = ψn(xj)

Ĥ → Hij x̂→ xij p̂→ pij

ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå ïðèíåìàåò âèä:∑
j

Hijψnj = Enψni

ò.å. ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Hij. Íàé-
ä¼ì ïåðâûå Q ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ââåä¼ì ìàòðèöó Φ = |ψ0, ψ1, ..., ψQ|

Âû÷èñëèì äàëåå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ x̂, p̂

< n|x̂|m >=
∫ +∞

−∞
ψn(x)x̂ψm(x)dx

÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè çàïèøåòñÿ â âèäå:

< n|x̂|m >=
∑
ij

hψnixijψmj = hΦTXΦ X = (xij)

è àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì xnm =< n|x̂|m >
è áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñû n,m äëÿ íóìåðàöèè ñîîòâåñòâóþùèõ ôóíêöèé, à èíäåêñû i, j-ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòíîé ñåòêå.

Ðàçîáü¼ì èíòåðâàë (0, t) òî÷êàìè tk = kτ íà ðàâíûå ïðîìåæóòêè äëèíîé τ . Îïåðàòîð Û(t, 0)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Û(t, 0) = Û(t, tn−1)Û(tn−1, tn−2)...Û(t1, 0)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè x̂(t) áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü x̂(tk) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè:

x̂(tk+1) = Û †(tk+1, tk)x̂(tk)Û(tk+1, tk)

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé íà k-îì âðåìåííîì øàãå ñëåäóþùèé:
1) Âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà Û(tk+1, tk) â êîîðäèíàòíîì áàçèñå (íà ñåòêå): Uij
2) Âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â áàçèñ ôóíêöèé: Unm = h

∑
ij Uijψniψmj = (hΦTUΦ)nm

3) Âû÷èñëÿåòñÿ îïåðàòîð ìàòðèöà îïåðàòîðà x̂ íà äàííîì âðåìåííîì øàãå â áàçèñå ôóíêöèé:
xnm(tk) =

∑
U †nl(tk)xlr(tk−1)Urm(tk)

4)âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå f̂ = x̂(ip̂) fnm =
∑
l xnliplm

5)âû÷èñëÿåòñÿ êîììóòàòîð b̂ = [x̂, ip̂] = f̂ + f̂ † bnm = fnm + f ∗mn
6)âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìàÿ âåëè÷èíà cn =

∑
m |bnm|2

7.1 Àïïðîêñèìàöèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû êîîðäèíàòû, èìïóëüñà è ýíåðãèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè, ãäå îíè èìåþò âèä:

x̂ = x

p̂ = −i∂x

Ĥ =
p̂2

2
+ V (x) = −∂

2
x

2
+ V (x)

çàäàäèì êîîðäèíàòíóþ ñåòêó íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (−L,L)

xj = −L+ jh, 0 ≤ j ≤ N N =
[
2L

h

]
+ 1

àïïðîêñèìèðóåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì [11]:

∂xf(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2)

∂2
xf(x) =

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
+O(h2)

ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ â âèäå ìàòðèö:

xij = xjδij

ipij =
1

2h
(δi,j+1 − δi,j−1)

Hij = − 1

2h2
(δi,j+1 + δi,j−1) + δi,j(

1

h2
+ V (xj))
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7.2 Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè

Ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà ýâîëþöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïîñîá, óêàçàííûé â
[9] Îïåðàòîð Û(tk+1, tk) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

Û(tk+1, tk) = lim
r→∞

Û (r)(tk+1, tk) Û (r)(tk+1, tk) = exp

(
r∑

n=1

τnAn

)

Ãäå An-àíòèýðìèòîâû îïåðàòîðû, ñîäåðæàùèå èíòåãðàëû îò êîììóòàòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ(t)
â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñõåìà Êðàíêà-
Íèêîëñîíà). Ïðèâåä¼ì ÿâíûé âèä A1

A1 = −i
∫ 1

0
dξĤ(tk + ξτ)

Eñëè îïåðàòîð Ĥ èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ:

Û(tk+1, tk) = exp
(
−iτĤ(tk + τ/2)

)
+O(τ 3) (23)

Äëÿ äàëüíåéøåãî âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ïðèìåíèì òàê íàçûâàåìóþ àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå [10].
Àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

f(z) =
∞∑
i=0

ciz
i (24)

ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè âèäà:

[L/M ] =
PL(z)

QM(z)

Òàêîé, ÷òîáû å¼ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â íóëå ñîâïàäàëî ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (24). Îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò O(zL+M+1)

àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå [1/1] äëÿ ýêñïîíåíòû èìååò âèä:

ez =
2 + z

2− z
+O(z3)

Ñ å¼ ïîìîùüþ (23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (Î-åäèíè÷íûé îïåðàòîð):

Û(tk+1, tk) =
(
Î + i

τ

2
Ĥ(tk + τ/2)

)−1 (
Î − iτ

2
Ĥ(tk + τ/2)

)
+O(τ 3) (25)

Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà Û(tk+1, tk), êîòî-
ðàÿ îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû [9]
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7.3 Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè dstebz è dstein áèáëèîòå-
êè Intel MKL. Ôóíêöèÿ dstebz èñïîëüçóåò àëãîðèòì äåëåíèÿ ïîïîëàì ïîèñêà çàäàííîãî êîëè÷å-
ñòâà (Q) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïî íàéäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèÿ dstein íàõîäèò
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàììû ìåòîäàìè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ èñïîëüçîâàëàñü òåõíîëîãèÿ openmp. Â ðàáî÷åì ðåæèìå ïðîãðàììà çàïóñêàëàñü íà ÑÊ
Ëîìîíîñîâ-2.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ïîäëåæàëè âñå îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ â èòåðàöèîííîì ïðî-
öåññå. Êàæäûé ïðîöåññ ïðè âû÷èñëåíèè ðåçóëüòàòà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ C = A×B âû÷èñëÿë
îïðåäåë¼ííûé íàáîð ñòðîê ìàòðèöû .

Ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ïîäëåæàë è ïîèñê îáðàòíîé ìàòðèöû â (25). Ìàòðèöà, êîòîðóþ íåîáõî-
äèìî îáðàòèòü ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé òð¼õäèàãîíàëüíîé. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà îáðàòíîé ìàò-
ðèöû áûë ñëåäóþùèì îáðàçîì èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðîãîíêè. Íàáîð èíäåêñîâ 0 ≤ j < N ðàñ-
ïðåäåëÿëñÿ ïî ïðîöåññàì è äëÿ îáðàùàåìîé ìàòðèöû A ìåòîäîì ïðîãîíêè ðåøàëàñü ñèñòåìà
óðàâíåíèé:

Axj = ej

Ãäå ej-ñòîëáåö êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà e0 = (1, 0, ..., 0)T e1 = (0, 1, 0, ..., 0)T eN−1 = (0, ..., 1)T . xj
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A−1

8 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ áûëè âûäåëåíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè êâàíòîâûõ ñè-
ñòåì, êëàññè÷åñêèå àíàëîãè êîòîðûõ îáíàðóæèâàþò íåóñòîé÷èâîñòü. Áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæ-
äó ëèíåéíûì ðîñòîì ñëîæíîñòè â êâàíòîâîé çàäà÷å î ïåðåâ¼ðíóòîì ìàÿòíèêå è íåóñòîé÷èâî-
ñòüþ â àíàëîãè÷íîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å. Â õîäå ÷èñëåííûõ ðàññ÷¼òîâ äëÿ òîé æå ñàìîé ìîäåëè
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò OTOC â êâàíòîâîé çàäà÷å ïðîèñõîäèò ïðè òåõ
æå ñàìûõ ïàðàìåòðàõ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å. Áû-
ëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå êëàññè÷åñêîãî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ
ïåðåìåííîé âíåøíåé ñèëû, îáíàðóæåíû õàîòè÷åñêèå ðåæèìû. Âû÷èñëåíû OTOC äëÿ ñîîòâåò-
ñâóþùåé êâàíòîâîé çàäà÷è, ðåçóëüòàòû ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ êâàíòîâîãî è êâàçèêëàññè÷åñêîãî ñëó-
÷àÿ. Ìîäåëü íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ áîëåå
òî÷íûõ âû÷èñëåíèé.
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